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Resumen

En este articulo, se describe como la solucion por series de la ecuacion de Chebyshev puede elucidar
algunos conceptos fundamentales relacionados con las funciones especiales. Se diserta sobre esos
temas con el respaldo de una buasqueda de la literatura cientifica relacionada con el tema propuesto,
habiendo examinado numerosos textos y articulos en revistas indizadas. En particular, se verifica
que la ortogonalidad de los polinomios de Chebyshev permite la aproximacion de ciertas funciones
transcendentales mediante sumas parciales de series de Chebyshev con niveles de precision relativamente
elevados. Se utilizan los sistemas de computacion algebraica Mathematica, Maxima y MAPLE para
obtener aproximaciones numéricas requeridas para hallar los coeficientes de las series de polinomios de
Chebyshev. Al subrayar algunas ventajas de tal procedimiento para representar a funciones aperiodicas
y no aleatorias sobre un intervalo finito, se aclara que los métodos descritos en este articulo no pueden
ser utilizados directamente fuera de este contexto. Se demuestra que las sumas parciales de series de
Maclaurin y Taylor no necesariamente representan los polinomios 6ptimos para aproximar a una funcion
transcendental sobre un intervalo determinado, de esa manera poniendo de relieve una de las ventajas
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Abstract

In this article, we describe how the series solution
of Chebyshev’sequation can elucidate fundamental
concepts related to special functions. This analysis
was supported by an extensive review of academic
literature that was related to this topic; a large
number of texts and articles from refereed journals
were examined. In particular, it is verified that
the orthogonality of the Chebyshev polynomials
allows one to approximate certain transcendental
functions through partial sums of Chebyshev
series with relatively high levels of accuracy. The
computer algebra systems Mathematica, Maxima
and MAPLE is used in generating the numerical
approximations that were needed in determining
the coefficients of the Chebyshev series expansions
of various functions. Whereas the computational
advantages  of  representing  nonperiodic,
deterministic functions through Chebyshev series
are illustrated through various examples, it is
clarified that the methods presented in this article
cannot be applied directly outside of this context.
One of the primary pedagogical benefits of
covering this topic in applied mathematics courses
is underscored by illustrating how the partial sums
of a transcendental function’s Maclaurin or Taylor
series do not necessarily represent the optimal
polynomials for representing such a function over
a given interval. The importance of Chebyshev
series in signal processing, macroeconomics,
information science, tomography and numerous
other applications is summarized.

Keywords: Differential equations, Infinite series,
Orthogonality, Approximation.

Introduccién

Las funciones especiales, definidas como
soluciones de ecuaciones diferenciales o integrales
consideradas como esenciales en el analisis
matematico, juegan un papel de suma importancia

en las matematicas aplicadas, la ciencia y muchas
especialidades de ingenieria.

Las funciones especiales que son soluciones de
ecuaciones diferenciales incluyen las funciones de
Laguerre, que satisfacen la ecuacion

xy"+(y+1-x) y'+ay=0, x>0, YV,AER

las funciones de Legendre, que satisfacen la
ecuacion

-1<x<1,

1-x?) y'"-2xy'+y(1+y)y=0, Yy ER;
y -zxy y

las funciones de Hermite, que satisfacen la ecuacion

y'"-2xy'+Ay=0, x>0, Yy,A€ER;

las funciones de Bessel, que satisfacen la ecuacion

Xy"+xy'+(x%-y? Jy=0, x>0, y €R; (1)
y las funciones de Chebyshev, que satisfacen la
ecuacion

(1-x?) y"-xy'+n?y=0, -1<x<1, neN (2)

(Berthelin, 2017) y (Groux y Soulat, 2009).

La representacion de funciones por series
de funciones especiales abre la posibilidad de
resolver varios problemas fundamentales en la
fisica matematica. Por ejemplo, la solucion de
la ecuacion de la onda lineal sobre un dominio
circular puede ser representada por la doble-serie
de Fourier-Bessel

o021 @ Je(N¥iar) cos(ke) cos(viypt),

donde {Jx(r)}|5-0 denota el conjunto de funciones
de Bessel del primer tipo que satisfacen la ecuacion
diferencial (1) con y=k, la constante v denota la
velocidad dela ondaylas constantes y, ,denotanlos
valores caracteristicos del problema de condicion
de frontera de Dirichlet correspondiente en el
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cual se precisa la condicion de frontera mediante
la variable dependiente (Tchaptchié, 2024). Las
representaciones de la formula (3) también son
de gran utilidad para el procesamiento de sefiales
no estacionarias, cuya media y varianza son
variables en el tiempo (Chaudhary et al, 2023).
Las ventajas pedagogicas de incluir este contenido
y temas relacionados en el curriculo de cursos de
matematicas aplicadas fueron descritas en algunos
articulos (Deal y Jiang, 2018), (Fadel et al, 2023) y
(Fay y Kloppers, 2010).

De manera similar, algunos autores han
esbozado como se puede abarcar el tema de las
funciones de Chebyshev en cursos de ecuaciones
diferenciales y analisis, elucidando su utilizacion
como herramienta para resolver problemas
de investigacion (Ivy, 2018), (Merino, 2018) vy
(Boelkins y Wells, 2007). En este articulo, se
profundizan las bases teodricas del desarrollo
de ciertas funciones en series de funciones de
Chebyshev, destacando las ventajas numéricas de
dichas representaciones en series e identificando
algunas limitaciones de la aplicacion directa de este
procedimiento para funciones que no satisfacen
determinadas restricciones.

En el libro por Boyce & DiPrima (2005) y
varios otros utilizados en cursos elementales de
ecuaciones diferenciales, se plantea el problema de
resolver la ecuacion diferencial de Chebyshev (2)
mediante series cerca del punto ordinario x,=0.

Sustituyendo la representacion y = ¥y, ax®
en (2), se obtiene

A=x)T0, k(k—Dagx* 2 —x ¥ kagx* T +n?Y¥r apx* = 0.

A raiz de algunas simplificaciones, esa ecuacion
se reduce a

2a, + n2ag + (6a; + (n? — Va)x+ Ik + 2)(k+ Vag., + (n? - k) aqlxk = 0.
Dado que la serie trivial

0+0-x+0:-X°+++0-X"++--=0

es la tinica serie que converge a Cero para todo x en
el intervalo -1 <X<1, se resuelve que
n?ag

21’

a, = —

B (n? —1a,

%3 = 3!

__ (n*-kay
etz = T G er)’

k=2345,.. (4)

La sustitucion de los valores k=2,3.45.... en la
relacion recursiva (4) permite hallar algunos

coeficientes:
n?(n?-4)a,
a4 - 4! ]

2_1)(n2-9
B i G
5!

n?(n? — 4)(n? — 16)a,
a6 = - 6'

_ n?(n?-1)(n?-9)(n*-25)a,
7! )

a, =

La solucion general de la ecuacion de Chebyshev
puede ser escrita de la forma

y(x)=a,d(x)+a, P(x),
donde

n?(n?-4)(n?

-16) ¢
P x +R¢,

2 2(p2—.
pE) =1- T2 4 E D e

n?*-1) B4 n?-1)n?*-9) 5 n?(n? — 1)(n? — 9)(n? — 25)
3! 5! 7!

Yo =x— X 4R,

y las expresiones R, y R, podrian incluir
términos adicionales, dependiendo del valor de
n. Una caracteristica particular de la ecuacion de
Chebyshev es que sus soluciones siempre resultan
ser polinomios en vez de funciones representadas
por series infinitds.
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Las primeras iteraciones son

4
Yolx) =1, y1(x) =x, y2(x) =1 - 2x2, y3(x) =x —§x3,

16 5

Ya(x) =1—2x2 +8x%,  ys(x) =« —§x3 x5,

La ecuacion de Chebyshev puede ser resuelta de
manera mas directa a través de la sustitucion

)

x=cos(0),

por la cual se deduce que

dy dydo dy 1
dx dfdx df 1—x2

d’y d’y 1 x dy

dx? 6 1-x2 | | 53d6’

Sustituyendo esos resultados en (2), se obtiene la
ecuacion diferencial

(1 - x?) gy, 1, _x dy ay

462 1-x2 40| " ae

1 2., —
awpae| ¥ v Ty =0,

que adquiere la forma mas sencilla

ay 2.
Tz Ty = 0.
Por consiguiente, la solucion general de la ecuacion
diferencial (2) puede ser descrita de la forma

y(0) = K; cos(nf) + K, sin(n@)

= K; cos(ncos™1(x)) + K, sin(nsin~1(x)).

Las funciones T (x)=cos(n cos’(x)) y
U (x)=sin(n sin™)(x)) son las funciones
de Chebyshev del primer y segundo tipo,
respectivamente. Las funciones T, (x) resultan
ser polinomios; sustituyendo n=0,1 y 2, por
ejemplo, se verifica que

To (X):yg (X):l, T1 (X):y1 (X):X y T2 (X):_yz (X):ZXZ_I *

Mediante el uso de identidades trigonométricas,
se obtienen los polinomios

T, (x)=4x3-3x, T, (x)=8x*-8x*+1 y T, (x)=16x>-20x°+5Xx.

Los polinomios con indices impares son
funciones impares y los polinomios con indices
pares son funciones pares;los polinomios y (x) que
fueron hallados al resolver la ecuacion diferencial
(2) pueden ser escritos como combinaciones
lineales de funciones del conjunto {7, (x)}|nzo
(Berthelin, 2017).

Las condiciones de ortogonalidad

%ffn cos(mx) sin(nx)dx =0, m,n € N,
1 sim#n

if_nn cos(mx) cos(nx)dx = 2 si m=n=0
1 si m=n+0

(6)

1 si m=n=#0
0 si m#¥nomn=0

1" . _

Ef_,, sin(mx) sin(nx)dx = {
pueden ser demostradas mediante el uso de
identidades trigonométricas, y permiten hallar los
coeficientes a, y b, dela serie de Fourier

flx) = % + Ye1(ay cos(kx) + by sin(kx))

()

de una funcion f que es ciclica con periodo 2m.

Por ejemplo, el coeficiente b _puede ser hallado
al multiplicar (7) por sin(mx), integrando a ambos
lados de la ecuacion desde -n a ny dividiendo por
1, llevando a la formula

b, = %f_"n 1 f(x) sin(mx)dx. (8)
El resultado (8) puede ser enunciado en la forma
b =<f(x),sin(mx)>,

donde el producto interno <f{x),g(x)> de dos
funciones que pueden ser desarrolladas en sus
series de Fourier se define por

<f(),90() >==[" 1-f(x)g(x)dx.
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La constante k(x)=1 es la func1on de base para
el operador diferencial lineal L = E +n? enesa
definicion (Savoye, 2015).

Se examina la posibilidad de desarrollar una
funcion f de una variable real en una serie infinita
de funciones de Chebyshev del primer tipo

fG) =Ygy Ty, )

Realizando la sustitucion (5), se deduce que
t \/_— = df.Desarrollando la integral definida
correspondiente, se verifica que

b2 0 T
f cos(mx) cos(nx)dx =f cos(mx) cos(nx)dx +f cos(mx) cos(nx)dx

- 3 0

t 1 1 1
- Lﬁ' Tn(@)T()dx ~ f T T
=21 5 T T () dx.

Aplicando la condicion (6), obtenemos el
resultado
0 sim#n

1_1 | =Jm si m=n=0_
f_lm T ()T (x)dx = { < i =

(10)
El resultado (10) podria ser interpretado como
la condicion de ortogonalidad

0 si m#n

< Tp(x), Tp(x) >= {H si m=n= 0
3 sim=n# o
<f(x),g(x)> se define

donde el producto interno
como

<f(),g(x)>= f(x)g(x)dx

7=

para el operador diferencial lineal £=a- AL x Ly
en la cual la funcion de base es

k() = 7.

Los valores de los coeficientes a de la serie en
(9) pueden ser determinados de manera similar
a los coeficientes Fourier de la serie en (7) que
fueron hallados en Savoye (2017). Para encontrar
el primer coeficiente a,, se multiplica la serie en
©)por 22,

Integrando a ambos lados de la ecuacion de -1
a 1, se obtiene

1 f(X)To(x) da

1 o
-1 VioxZ f_l Y=o @nTo(X) T (x) dx.

La convergencia de series de la forma en (9) es
uniforme (Stakgold, 1979). Por consiguiente, se
obtiene la ecuacion

1 f)To(x) i

o 1
-1 VixZ = Y=o f_l an To ()T (x)dx.

Aplicando la condicion de ortogonalidad (10),
se puede hallar el coeficiente inicial utilizando la
formula

1 f(x)To(x)
Ay = fl Vi—x2 dx

(1)

Por un procedimiento casi 1dent(1(§o enel cual se
multiplica a la ecuacion (9) por 7=z , integrando
a ambos lados desde x=-1a 1, aprovechandose de la
convergencia uniforme de la serie correspondiente
ydelaortogonalidad delas funciones de Chebyshev
de primer tipo, se deduce la manera de hallar el
enésimo coeficiente por la formula

fl L) T (*) dx

A , mEN .

(12)

Cabe observar que las formulas (11) y (12)
representan integrales impropias, dado que la
funcion 72> no esta definida en los limites del
intervalo [-1,1].

Materiales y métodos.

Para la presente revision bibliografica, se
consultaron libros de ecuaciones diferenciales
ordinarias y parciales, analisis funcional, la teoria
de los operadores y el analisis aplicado, tales como:
Equations Differentielles. Collection Enscignement des
Mathematiques por Berthelin (2017), Introduction
Aux Equations Aux Dérivées Partielles: COURS DE
MASTER lére ANNEE por Tchaptchié (2024) y Green’s
Functions and Boundary Value problems por Stakgold
(1979).  También se realizo6 una busqueda
exhaustiva en bases de datos bibliograficos
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como MathSciNet, Google Scholar, Scifinder,
Scopus, Ebsco, Zentralblatt fur Mathematik
/ Mathematics Abstracts, arXiv, JSTOR, Eric
y  Wolfram/Alpha, utilizando palabras clave
en inglés y francés “optimal convergence on a
finite interval”, “les opérateurs linéaires bornés
et non bornés”, “interpolation numérique via
les polynomes de Chebychev” y “fonctions
spéciales, polyndomes orthogonaux et convergence
optimale”. Varias revistas indizadas, como
Missouri Journal of Mathematics, International
Journal of Mathematical Education in Science and
Technology, Mathematics AMATYC Educator,
Primus, Mathematics and Computer Education
Journal, Computational Economics, College
Mathematics Journal e International Journal for
Technology in Mathematics Education, fueron
consultadas.

El analisis de funciones de una variable real y la
teoria de los operadores lineales se utilizaron para
desarrollar los métodos operativos. Los métodos
de integracion numérica se implementaron con los
sistemas de computacion algebraica Mathematica,
Maxima y MAPLE.

Elintervalo -1<x<1 fue escogido como dominio
para todos los problemas propuestos, dado que la

parametrizacion
zZ—a
b—a

x(z) =2 -1

es un isomorfismo desde el intervalo a<z<b al
intervalo -1<x<1 por todos los numeros reales
a y b. Se examinaron las graficas de las sumas
parciales de varias series de Chebyshev y de las
funciones transcendentales que son representadas
por esas series, confirmando de esa manera las
similitudes entre las graficas cuando se utilizan
aproximaciones con polinomios de Chebyshev
hasta cuarto (n=4) grado.

Dichas graficas son producidas utilizando la
herramienta virtual www.desmos.com.

Resultados

En el sitio web de la Université Virtuelle de Tunis, se
desarrolla la funcion g(x) = V1 — x2 en su serie
infinita de funciones Chebyshev del primer tipo
(Université Virtuelle de, 2022). En los siguientes
dos ejemplos, se obtienen las series de Chebyshev
de forma (9) de dos funciones transcendentales
utilizando las formulas (11) y (12) para hallar los
coeficientes a .

Ejemplo 1: h(x)=sin"!(x).
Como la funcion es impar, se puede ver que

a, =0, m=0,1,23...

2m
Entonces, para hallar los coeficientes a, y a,,
las integrales indefinidas j, - =@ 4y y 1, - 2e”@ o, sON
importantes. Mediante la sustitucion w=sin™(x),
se verifica que / IZIW sin(w)dw.
Al aplicar la integracion por partes, se confirma
que n=-VI—xZsin'(@) +x +¢. Un procedimiento similar
puede ser utilizado para obtener el resultado

I, = —V1 —xZsin™%(x) +§(1 —x2)V1 — x2sin"1(x) +§x +%x3 +C.

Esos resultados permiten verificar que

14

: ¢ xsin~1(x) : ¢ x3sin~1(x)
lim [[————dx=2y Jlim L —F——dx =

c—-1~

Se puede utilizar el resultado (12) para hallar
los dos primeros coeficientes, verificando que

_ 4 _ 4
a=_Y a3 =

Por consiguiente, la serie de Chebyshev de la
funcion h es

h(x) = %x + §(4x3 —3x) + .

La representacion (13) ofrece algunas ventajas
sobre la serie Maclaurin de la funcion h.

1 3
— 34 = 54
h(x)—x+6x +40x +

En la figura 1, se presentan las graficas de
Y(x)=sin*(x) (rojo), la suma parcial de la serie de
Chebyshev ¢, = 2x + £ (4x* - 30(azul) y la suma parcial
de la serie de Maclurin myx) =x +22 + x5 (negro).


www.desmos.com.
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Figura 1. Grafica de la funcion trigonométrica inversa y(x)=sin’(x) (color rojo), su aproximacion con
un polinomio de Chebyshev C30) = x+5.(4* =3 (color azul) y su aproximacion con un polinomio de
Maclaurin  Mx) = x + Lo e (color negro) obtenida con la calculadora grafica www.desmos.com

Examinando las graficas en la Figura 1, se
puede constatar, que el polinomio de tercer grado
obtenido al truncar la serie de Chebyshev de la
funcion h genera una mejor aproximacion de la
funcion arcseno sobre el intervalo -1<x<1 que el
polinomio de quinto grado que es una suma parcial
de la serie de Maclaurin correspondiente. Eso
demuestra las ventajas de las series de Chebyshev
como herramienta numérica; se generan mayores
niveles de precision utilizando un polinomio de
menor grado.

Lasintegralesutilizadas en (11) y (12) para hallar
los coeficientes a, pueden ser no elementales para
ciertas funciones f. En el siguiente ejemplo, se
recurre a métodos de integracion numérica para
hallar las integrales definidas correspondientes.

Ejemplo 2: w(x)=cosh(x).

Como la funcion w es par, se puede constatar que

=0, m=0,1,23,..

a(2m+1)

Las tres integrales impropias

1 cosh(x) 1 xZ%cosh(x) 1 x*cosh(x)

et 5= TR dx e o= e dx

son de interés especial. Observando que la funcion
h . .

=2 esuna cota superior sobre el intervalo -1<x<1

. 2m
para expresiones de la forma =52, se puede calcular

I, =

Tix
el valor principal de Cauchy de laintegral impropia

I}, $29ax siguiendo un procedimiento descrito en
Gourdon (2020), verificando que

f_l Cosi‘(l) dx = lim f_llfg Co:\/i‘_ilz)dx =2 cosh(l)xlirgg( sin~1(x) |37 = m cosh(1).

1 cosh(1)

Al constatar que la integral impropia /-, =5 dx
converge a 7 cosh(1), se confirma la convergencia
de las integrales impropias [ Ay L

Como las integrales indefinidas de la forma

JEEE® 4 1o son elementales, se utilizan algunas
herramientas tecnologicas para hallar los valores

aproximados a los cuales convergen las integrales



www.desmos.com

370

Revista, Ciencia Tecnologia e Innovacion (2024) 22:363-378

impropias 1,1,y 1. El valor de laintegral impropia
I, es la suma de los valores principales de Cauchy
de las integrales impropias J; Zsdx y J; f=dx

El sitio web https://www.calculadora-de-
integrales.com/ es una interfaz de usuario para
calcular integrales con el sistema de computacion
algebraica gratuito Maxima, que fue desarrollado
por el Instituto de Tecnologia de Massachussets
(MIT).

Dicho sistema de computacion algebraica
contiene un conjunto de paquetes de integracion

numeérica conocido como QUADPACK.
QUADPACK se compone de algoritmos
de cuadratura que ajustan la longitud de los
subintervalos de una particion en funcion de
las caracteristicas locales de la grafica de una
funcion (Demeyer, 2011) y (Shen, 2019). Los
valores aproximados obtenidos utilizando Maxima
(Figuras 2 y 3) mediante la herramienta virtual
https://www.calculadora-de-integrales.com/ son

J; A= dx ~ 3.10437901786; [, <= dx ~ 0.87308424265.

. . L . 1 e
Figura 2. Lainterfaz de calculo de la integral J, 7—=dx conla
herramienta https://www.calculadora-de-integrales.com

Result

Done! See the result further below.

In order to not miss anything, please scroll all the way down.

(=
<5 || €
YOUR INPUT.
f(z) =

<
R

gf = Check your own answer
& | = Export the expression (e. g. LaTeX}

Simplify

DEFINITE INTEGRAL

} f(x)de =

Approximation:

3.10437901785504

Note: The approximation was obtained through numerical integration. The estimated absolute error is
1.044497821567347-10 2.

Simplify


https://www.calculadora-de-integrales.com
https://www.calculadora-de-integrales.com/
https://www.calculadora-de-integrales.com/
https://www.calculadora-de-integrales.com/
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Figura 3. Lainterfaz de calculo de laintegral Jf, 7= dx conla
herramienta https://www.calculadora-de-integrales.com

Result

Done! See the result further below.
In order to not miss anything, please scroll all the way down

,é!f = Check your own answer

ol || @ 1 2
| _:‘\_l@ﬂ -— S Rpp——— _;.cp = Export the expression (e. g LaTeX)_

YOUR INPUT.

f(z) =

i~ &
v.l —z?

Simplify
[ oeemiTe mTeGRAL
1
Jf(z) dz =
0
Approximation:
0.8730842426507972

Note: The approximation was obtained through pumerical integration. The estimated absolute error is
1.146860384437787-10 **

Simplify

Sumando esos valores, se obtiene la
NIntegrate[Exp[—x] / Sqrt[1 — x?], {x, 0,1}, Exclusions — 1]

aproximacion
[,#3.9774633. del sistema de computacion algebraica Mathematica
. . (Figura4),denuevoseobtienenlasaproximaciones
Utilizando el codigo
Nintegrate[Exp[x] / Sqrt[1 — x2],{x, 0,1}, Exclusions — 1] [y P dx ~ 3.10437901786; [ - dx ~ 0.87308424265; I, ~ 3.9774633.

Figura 4. Lainterfaz de calculo de los valores principales de Cauchy de las
integrales impropias & #=#v 7= con la aplicacion de computacion algebraica
Mathematica v.13.1

ﬂ Untitled-1* - Wolfram Mathematica 13.1
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Bl v @ v |+ insertCell. va g% P @ FEL L
in[1}= NIntegrate[Exp[x] /Sqrt[1-x"2], {x, 8, 1}, Exclusions = 1]
out]1]= 3.1043790178555675
inf2] = NIntegrate[Exp[-x] /Sqrt[1l-x"2], {x, @, 1}, Exclusions » 1]
outlz]= 0.8730842426508705

show all digits | ¥ scientificform  nth digit digits more : # a
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El lenguaje de Wolfram del sistema
de  computacion  algebraica  selecciona
automaticamente un algoritmo de integracion
numérica, el cual cumple con criterios de
eficiencia minimos necesarios para obtener las
aproximaciones requeridas. (Loustau, 2017).

Se obtuvieron los mismos valores aproximados

para las integrales impropias f; == dx, [, F=dxy I,

utilizando el codigo
>|:=int(exp(x) '\
>evalf(%,20);
>int(exp(-x) |\
>evalf(%,20);

del sistema de computacion algebraica MAPLE, que

fue desarrollado por la Universidad de Waterloo

en Canada (Figuras 5y 6).

sqrt(1-x? ),x=0..1);

sqrt(1-x? ),0..1);

Figura 5.Lainterfaz de calculo de la integral f;%dx con la herramienta Maple2024.
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Figura 6.Lainterfaz de calculo de la integral f:%dx con la herramienta Maple2024.
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Los valores mas precisos generados con este
codigo fueron

fol\/%xldx ~ 3.1043790178555550982
fol%;dx ~ 0.8730842426508675390 .

Para hallar la aproximacion numérica para la
integral impropia J; 2= dx , el sistema de computacion
algebraica MAPLE mape0 la singularidad en x=1 a
otra singularidad en w=0 mediante la sustitucion
x=1-w?, de esa manera reemplazando esa integral
impropia por la integral

_ [ el 20dw _ I e’ 20dw
1 /-(1-w®)2+1 0 V2wi-w* ’

La aproximacion para dicha integral fue
hallada mediante el paquete de algoritmos
numéricos ccquad, en el cual se escoge el método
numérico Optimo para generar aproximaciones
para integrales impropias sobre intervalos finitos
(Geddesy Fee, 1992). El error en esa aproximacion
tiene el valor de 0.3104:102Y como cota superior.

Para hallar la aproximacion numérica para la
integral impropia f; = dx , el sisterna de computacion
algebraica MAPLE pudo expresar el valor de
convergencia L de esa integral de la forma

L=],(1)+H, (1),
donde J, (1) denota la solucion de la ecuacion
diferencial de Bessel (1) correspondiente a y=0

yx=1,y H, (1) denota la solucion de la ecuacion
diferencial de Struve
2 xn+1

2.1 ’ 2 _ 2 -
x%y" +xy' + (x n)y—n_ Zn= Dl

con n=0y x=1 (Groux y Soulat, 2009). Cabe
observar que la ecuacion de Bessel es una version
homogénea de la de Struve. Los valores numéricos
de las soluciones de las ecuaciones diferenciales de
Bessel han sido hallados con mucha precision, lo
que demuestra que el error en la aproximacion para
el valor de convergencia de la integral impropia
Jy £=dx es relativamente bajo.

Utilizando el mismo procedimiento, se
calcularon las siguientes aproximaciones para los
valores de convergencia de las integrales impropias
restantes:

1~2.2019636; 117058555,

Sustituyendo esos valores en las formulas (11) y
(12), podemos hallar los tres primeros coeficientes
de Chebyshev de la funcion w, deduciendo que

w(x) = 1.26606Ty(x) + 0.27148T,(x) + 0.00547T,(x) + - .(14)

La comparacion de los niveles de precision de
las sumas parciales com() = ZitoaxT@ de la serie (14)
. 2k
con el de las sumas parciales Mm@ =Sitogy  dela
serie de Maclaurin correspondiente en aproximar
la funcion w sobre el intervalo -I<x<1 se presentan
en la figura 7.

Figura 7. La grafica de la funcion hiperbolica w(x)=cosh(x) (color verde), su aproximacion por
polinomio de Chebyshev C, (x) (color anaranjado) y su aproximacion por polinomio de Maclaurin M, (x)
(color negro) elaborada con la calculadora grafica www.desmos.com .



La gráfica de la función hiperbólica  w(x)=cosh⁡〖(x)〗 (color verde), su aproximación por polinomio de Chebyshev C_2 (x) (color anaranjado) y su aproximación por polinomio de Maclaurin M_2 (x) (color negro) elaborada con la calculadora gráfica www.desmos.com .
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Examinando la figura 7, se confirma que el
polinomio de segundo grado obtenido al truncar
la serie (14) después de dos términos aproxima a
la funcion w mejor que la suma parcial de la serie
de Maclaurin correspondiente sobre el intervalo
-1<x<1.

Al truncar la serie (14) o la serie de Maclaurin
Sioae para obtener polinomios de grado mayor o
igual a 4, las graficas correspondientes no pueden
ser distinguidas facilmente de la funcion original.
Sin embargo, las ventajas numéricas de las series
de Chebyshev pueden ser verificadas comparando
los valores obtenidos de las sumas parciales C, (x)
y M, (x)porvariosvaloresdex y m. Tales valores
han sido enumerados en la Tabla 1 utilizando las
sumas parciales
C, (x)=1.26606+0.27148(2x%-1)+0.00547(8x*-8x+1),

1 1
= —x2 x4
M,y (x) 1+2x +24x

_ 12, 1,4, 1 6
Mﬁ(x)—1+2x +o Xt oxt

Tabla 1:Aproximaciones de la funcion hiperbolica
por polinomios de Chebyshev de cuarto grado,
polinomios de Maclaurin de cuarto grado y polinomios
de Maclaurin de sexto grado calculados con la
herramienta www.symbolab.com

Variable
independiente
X

Valor exacto
de la funcion
cosh(x)

Aproximacion
con polinomios
de Chebyshev
de cuarto
grado
Cy(0)

Aproximacion
con polinomios
de Maclaurin
de cuarto
grado
M, (%)

Aproximacion
con polinomios
de Maclaurin
de sexto grado

Mg(x)

0.8

1.33743

1.33746

1.33706

1.33743

0.9

1.43308

1.43311

1.43234

1.43307

0.99

1.53140

1.53135

1.53007

153138

Examinando los valoresenla Tablal, es evidente
que el polinomio C, (x) produce aproximaciones
mas precisas sobre el interval 0.8sx<0.99 que el
polinomio M, (x).

El polinomio de sexto grado M, (x) genera
aproximaciones cuyo nivel de precision es
levemente superior al del polinomio C, (x). Sin
embargo, esa mejora no es significativa y requiere
la incorporacion de un término de sexto grado.

El alto nivel de eficiencia algoritmica de
los polinomios de Chebyshev en implementar
sistemas del procesamiento de senales y de
interpolacion numérica sigue contribuyendo a
innovaciones en esos campos (Feng et al, 2021),
(Mishuk et al, 2022) y (Vlasic et al, 2019).

Discusion

El primer encuentro con las series en los cursos de
calculo puede generar la percepcion equivocada
de que las sumas parciales de las series de Taylor
de una funcion representan el polinomio optimo
para aproximar una funcién sobre un intervalo
determinado. Los ejercicios propuestos vy
resueltos en este articulo confirman que las sumas
parciales de las series Taylor de una funcién no
necesariamente son optimas; se ha demostrado
las ventajas de otras representaciones. Esas
observaciones coinciden con la verificacion de que
los productos parciales de las representaciones

*° 2
sin(x) = xT (1- )
n=1
y
em (1-—2
EoS = " (2n-1)2n2

generan aproximaciones de mayor precision que los
polinomios del mismo grado obtenidos al truncar
la serie de Maclaurin de la funcion correspondiente
(Savoye, 2020) y (Savoye, 2022).

De manera similar, la representacion de una
funcion transcendental o radical por una serie de
expresiones racionales puede ser de gran utilidad
en producir aproximaciones numéricas (Savoye,
2023) y (Savoye, 2024).

Como se ha ilustrado mediante varios ejemplos,
la representacion de funciones de una variable real
por series de Chebyshev puede ser ventajosa si la
funcion es determinista y aperiodica. La aplicacion
directa de este procedimiento para funciones
aleatorias o periodicas no es posible, dado que


www.symbolab.com
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las funciones T, (x) carecen de aleatoriedad o
periodicidad. Los métodos que fueron esbozados
en este articulo se utilizan al resolver ciertas
ecuaciones diferenciales parciales en determinados
modelos econdmicos, aunque la convergencia de
las series de Chebyshev correspondientes esta
restringida a subconjuntos sobre los cuales las
soluciones de dichas ecuaciones son aperiodicas
(Mosino, 2012).

Se ha estudiado la factibilidad de modelar
fenomenos aleatorios por funciones de Chebyshev
o Hermite de una variable aleatoria (Bogachev,
2022). De manera similar, una funcion periodica
y continua en trozos puede ser analizada mediante
las series de Chebyshev y la transformada discreta
de Fourier sobre cada subintervalo correspondiente
(Demanet y Ying, 2010). También se han logrado
avances significativos en el procesamiento de
imagenes de tomografia utilizando la interpolacion
con polinomios de Chebyshev (Marinakis et al,
2023).

El avance de nuevos algoritmos relacionados
con el procesamiento de informacion ha
incrementado significativamente el uso de las
funciones de Chebyshev. El auge de la ciencia
de los grandes datos ha creado la necesidad de
comprimir matrices de datos cuyas dimensiones
son de gran magnitud; los algoritmos basados en los
polinomios de Chebyshev facilitan dicha tarea de
compresion de matrices (Kalenchuk-Porkhanova,
2020). Los polinomios de Chebyshev también
son de suma importancia en gestionar el enorme
volumen de calculos requeridos en la cosmografia
(Capozziello et al, 2018). De manera similar, los
polinomios de Chebyshev permiten a los analistas
identificar las caracteristicas esenciales de bases
de datos de gran envergadura (Daltrophe, 2018).

El uso de las ecuaciones integro-diferenciales es
frecuente en modelos macroeconomicos (Achdou
et al, 2014). Los métodos operativos utilizados
para resolver ecuaciones integro-diferenciales
lineales y deterministas incluyen la representacion

de las soluciones por series infinitas de funciones
especiales (Agachev y Pershagin, 2017), (Assanova
y Nurmukanbet, 2021), (Levy, 2023) y (Savoye,
2010). Sin embargo, resolver ecuaciones integro-
diferenciales semilineales requiere el uso de
métodos de optimizacion en un espacio de Banach
(Bensalem et al, 2022). Los modelos economicos
de gran envergadura que incorporan elementos de
memoria dinamica de largo plazo pueden precisar
el uso de ecuaciones integro-diferenciales cuya
solucion requiere el calculo fraccional, que se
caracteriza por los operadores diferenciales de
orden fraccional (Tarasov y Tarasova, 2018).

Conclusiones

En el primer encuentro con las series en los cursos
de calculo, se observo que se genera una percepcion
equivocada por parte de los universitarios, respecto
a que las sumas parciales de las series de Taylor
de una funcion, representan el polinomio 6ptimo
para aproximar una funcién sobre un intervalo
determinado.

Los ejercicios propuestos y resueltos en este
articulo, confirman que las sumas parciales de las
series de Taylor de una funcion no necesariamente
son Optimas; se logro demostrar las ventajas de
otras representaciones, al aproximar a varias
funciones transcendentales con mayores niveles
de precision utilizando polinomios con un namero
igual (0 menor) de términos.
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